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I. Esercizio 1

Si consideri il sistema elettrico in figura.

𝑅 𝐿 𝐶

𝑢 𝑦

𝑖𝑅 𝑖𝐿 𝑖𝐶

Figura 1. Figura dell’esercizio 1

dove R > 0, L > 0, C > 0 sono i valori di resistenza, induttanza e capacità del resistore, dell’induttore e capacitore,
rispettivamente, mentre u è un generatore di corrente caratterizzato dall’equazione u = α(sin(y)− cos(y)).

• Si ricavino le equazioni del sistema retroazionato.

• Si ricavino gli stati di equilibrio x̄ in funzione del parametro reale α.

• Si studi la stabilità asintotica di x̄ in funzione del parametro reale α.

SOLUZIONE:

• Ponendo la corrente sull’induttore uguale a x1 e la tensione sul capacitore uguale a x2, le equazioni del sistema
retroazionato sono: {

ẋ1 = 1
Lx2

ẋ2 = 1
C

(
−x1 − 1

Rx2 + α(sin(x2)− cos(x2))
)

• Gli stati di equilibrio sono [−α 0]>.

• Per discutere la stabilità asintotica linearizziamo il sistema nell’intorno di [−α 0]>. Il polinomio caratteristico
risulta λ2 +

(
1
RC −

α
C

)
λ+ 1

LC . Ne risulta che [−α 0]> è asintoticamente stabile per α < 1
R .
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II. Esercizio 2

Si consideri il sistema retroazionato in figura, dove

𝑅(𝑠) 𝐺(𝑠)
𝑦0 𝑢 𝑦

𝑑𝑌

Figura 2. Figura dell’esercizio 2

G(s) = 10
(10− s)
s(s+ 100)

, y0(t) = ram(t), dY (t) = sin(ωt), ω ≤ 0.1 rad/sec

Si ricavi R(s) (del minimo ordine possibile) in maniera tale che:

• l’errore |y0 − y| a regime sia minore di 0.01;
• il disturbo sia attenuato in ampiezza di almeno 10 volte;
• ωc ≥ 5 rad/sec;
• φm ≥ 45o.

SOLUZIONE:

Per avere l’errore a transitorio esaurito minore di 0.01 il guadagno del regolatore deve essere tale che

1

µR
≤ 0.01

cioè µR ≥ 100. Scelgo il regolatore come

R(s) = 100
( s
0.5 + 1)

( s
0.03 + 1)

con cui ho

L(s) =
100

s

(1− 0.1s) ( s
0.5 + 1)

( s
0.03 + 1)(s0.01 + 1)

frequenza di taglio 7.49 rad/sec e margine di fase φm = 45.3o
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Figura 3. Diagramma di Bode di modulo e fase di L(s)
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III. Esercizio 3

Si consideri il sistema retroazionato in figura, dove

𝐺1(𝑠)
𝑢 𝑦

𝐺2(𝑠)

𝐺3(𝑠)

Figura 4. Figura dell’esercizio 3

G1(s) =
1

(s+ α)
, G2(s) =

β

s
, G3(s) =

1

s+ 1
.

• Si calcoli la funzione di trasferimento da u a y.

• Si studi la stabilità interna e BIBO del sistema in funzione di α e β.

SOLUZIONE:

• La funzione di trasferimento da u a y è

Y (s)

U(s)
=

G1(s)

1 +G1(s)(1 +G2(s)G3(s))
=

s(s+ 1)

s3 + (2 + α)s2 + (1 + α)s+ β
.

• Il sistema è asintoticamente stabile per α > −3+
√
1+4β

2 e β > 0, e BIBO stabile per α > −1 e β = 0.
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IV. Esercizio 4

𝑅(𝑧) 𝐺(𝑧)
𝑦0(𝑘) 𝑦(𝑘)

Figura 5. Figura dell’esercizio 4

Si consideri il sistema retroazionato in figura, dove y0(k) = sca∗(k),

G(z) =
1

z − 3
,

e y(k) come in Figura 6, cioé y(3k) = 0, y(3k + 1) = (0.5)k, y(3k + 2) = (−0.5)k, k ≥ 0 . Si ricavi R(z).

Figura 6. Grafico di y(k)

SOLUZIONE:

Si consideri l’espressione di y(z),

y(z) =

∞∑
k=0

y(3k + 1)z−(3k+1) +

∞∑
k=0

y(3k + 2)z−(3k+2)

=

∞∑
k=0

(0.5)kz−(3k+1) +

∞∑
k=0

(−0.5)kz−(3k+2)

=
1

z

∞∑
k=0

(
1

2z3

)k
+

1

z2

∞∑
k=0

(
− 1

2z3

)k
=

1

z

1

1− 1
2z3

+
1

z2
1

1 + 1
2z3

=
4z5 + 4z4 + 2z2 − 2z

4z6 − 1
.

Considerando che y(z) = RG
1+RG

z
z−1 , si ricava

R(z) =
1

G(z)

y(z)(z − 1)

(z + y(z)− y(z)z)
=

4z6 − 12z5 − 4z4 + 14z3 − 10z2 + 14z − 6

4z6 − 4z5 + 3z4 + z3 − 2z2 + 3z − 2
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V. Esercizio 5

𝑅∗(𝑧) 𝐺(𝑠)𝑍𝑂𝐻

𝑇

Figura 7. Figura dell’esercizio 5

Si consideri il sistema in figura, dove i convertitori sono in fase e sincroni (periodo T ) e inoltre

G(s) =
1

s
, R(z) =

α

z2
.

• Si studi la stabilità del sistema dal punto di vista digitale in funzione di α > 0, T > 0.
• Si discuta la soluzione ottenuta attraverso l’equivalente analogico del sistema.

SOLUZIONE:

• Il sistema equivalente a tempo discreto è

G∗(z) =
T

z − 1
, R∗(z) =

α

z2

Il sistema in anello chiuso a tempo discreto ha polinomio caratteristico z3 − z2 + αT . Quindi, applicando la
trasformazione bilineare, si ha stabilità asintotica per αT < 0.618.

• Dal punto di vista analogico, noto il ritardo introdotto dal mantenitore (e−s
T
2 ), la funzione d’anello è

L(s) =
α

s
e−s

5
2T

dove la frequenza di taglio ωc = α, mentre il margine di fase è φm = π − π/2− 5/2αT , da cui si ricava che

αT <
π

5
= 0.628


