Capitolo 7

Appendice

Sia V uno spazio vettoriale. Definiamo su tale spazio la morma come ogni
applicazione a valori reali non negativi che gode delle proprieta:

|z = 0 —xz=0
laz|| = [affz|]
lz+yll < [zl + |yl

per ogni x € V, y € V e « scalare.

Per esempio, nello spazio V = C"™ si possono definire diverse norme, tra le quali
la norma p-esima, definita come

n 1/p
]l = (Z Iwi\p>
i=1

Particolarmente importanti per le applicazioni sono la norma uno (p = 1), la
norma due (p = 2), e la norma infinita, che si ottiene come limite della norma
p per p che tende all’infinito. Si ha !

[2]loo = max |z
i=1,-

)

Mnfatti, si ha, da una parte

n 1/p 1/p
P i | P — B
k2 - T - K2
E |3 >hm<max |a:|) max |z
1 p—oo \ i=1,---,n i=1,--,n
i=

e dall’altra

n 1/p 1/p
lim (E |xi|p> < lim <n max |xi|p> < lim (n)"? max |z = max |z
p—oo | £ p—o0 i=1,-n p—0o i=1,--n i=1,--n

i
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Le norme introdotte per i vettori inducono altrettante norme per le matrici
A € C™*™_ Infatti si puo definire:

[ Az]]
]

]| = max
x#0

Tale norma di matrice gode delle proprieta 2:

Al =0 —A=0
laAll = |of[|A]
A+ B[ < [lA]+B]
IAB| < [lAfl]|B]

Ad esempio, la norma p-esima di A e:

A
41l = ma 1221
2#0 ||z,
e risulta :
n
JAlL = max > [Ayl
]:1?...7mi:1

[l = max > |Ay|
0, 2
Al = (Mmaz(AT A2 = (Anaa(AA%))?

Rispetto a tutte le norme indotte (o naturali) cosi definite, il raggio spettrrale
p(A) di una matrice quadrata e quella pit piccola. Infatti se A & 'autovalore
in modulo piu grande di A, cioe il suo raggio spetrrale, e x autovettore di
norma unitaria, risulta ||Az|| = |\| e quindi per qualunque norma si ha || A|| >

[Az] = [Al = p(A). Quindi

p(A) = inf || A]
rispetto a tutte le norme naturali. Se A ¢ hermitiana, si ha ovviamente p(A) =
|A||2- Infine si noti che il raggio spettrale puod essere visto come valore limite

di una successione di norme. Cioe, qualunque sia la norma naturale scelta, si
ha il seguente risultato:

Teorema 7.1 Lk
— 1 k
p(4) = lim (]A%])

*Dimostriamo le proprieta. 1) Se ||A|| = 0, allora per ogni =, si ha ||Az|| = 0, cioe Az = 0.

Poiche z & generico, risulta A = 0. 2) [|0A|| = maxazo 19220 = max,4o |/ 122) = |af||A]|. 3)
[Ed] [Ed]

| A+ B = maxyoeo LA =< max, o 14252 < max, 2o 128l 4 mas,o 1250 = || 4]+

AB All||B Bz
IBIl. 4) [|AB] = max, 0 LB —< max, .o LALE2L < | 4]| max, 20 122l = |L]||B].
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Prova. Si noti dapprima che per ogni matrice A e k intero positivo finito, gli

autovalori di )

p(A)e
hanno modulo minore di uno. Si prenda ora P = 3%, (4’) A, che soddisfa

TR v Amaz (P . .
(ANEPAF < P. Quindi ||A*||y < :\\7‘((5. Questo e vero qualunque sia la
norma di A: esiste un numero positivo o per cui |A¥|| < a, per ogni k > 0.

Allora || A¥|| < ap(A)*(1 + €)*, col che, per ogni € positivo:

A: A7 762(1+6)

Jim (A5 < lim p(A)al/¥(1+ 1 /K = p(A)(1 + )

1l risultato segue per € — 0. Viceversa, se A &€ un qualunque autovalore di A e
Az = Az, si ha

T T L RIS
e o | I et —iA=p





