Capitolo 6

Parametrizzazione dei
controllori stabilizzanti

Certamente il problema di caratterizzare l'insieme dei controllori che stabi-
lizzano un dato impianto € uno dei piu significativi della teoria del controllo.
Questo capitolo e dedicato essenzialmente a questo problema.

Per prima cosa occorre studiare il problema della verifica della stabilita in-
terna di un sistema retroazionato attraverso le funzioni di trasferimento che
lo compongono. A tale scopo si consideri il sistema retroazionato di Figura
1.4. Abbiamo gia visto che la condizione necessaria e sufficiente per I’esistenza
di un regolatore R stabilizzante ¢ la stabilizzabilita e rivelabilita di S. Sot-
to queste ipotesi, il regolatore stabilizzante puo essere scelto nella classe dei
sistemi tempo-invarianti, lineari e a dimensioni finite. La determinazione di
tale regolatore puo essere effettuata attraverso un numero di tecniche clas-
siche, una delle quali illustrata nella sezione 1.12. Piu difficiele ¢ il problema
della determinazione dell’intero insieme individuato dai regolatori stabilizzan-
ti. Prima di fare cio, occorre studiare la proprietad di stabilitd interna di
un sistema retroazionato in funzione di alcune sue funzioni di trasferimento
caratteristiche.

6.1 Stabilita dei sistemi retroazionati

Consideriamo ancora il sistema in Figura 1.4 dove sia S che R sono sistemi
stabilizzabili e rivelabili, aventi funzioni di trasferimento G(s) e C(s), rispet-
tivamente (Figura 6.1). La dinamica (stabile) delle parti non raggiungibili e/o
non osservabili non influenzano le funzioni di trasferimento. Senza perdere di
generalitd possiamo allora fare riferimento a realizzazioni minime di G(s) e

C(s). Quindi,
G(s):==C(sI—A)'B+D
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a w Yy
G(s)

Yr w, \%
C(s)

Figura 6.1: Connessione in retroazione

con
(t) = Ax(t)+ Bu(t)
y(t) = Cux(t) + Du(t)
e
C(s) := Cp(sI — A,)"'B, + D,
con
.(t) = Apzp(t) + Bruy(t)
yr(t) = Crap(t) + Drug(t)
Queste equazioni hanno senso solo se la matrice Ay := (I — D, D) (o, equiv-
alentemente, la matrice Ajp := (I — DD,)) ¢ nonsingolare. Ponendo z :=
[ 2] € R", w:= [u' u), v := [d v, una realizzazione del sistema ad anello
chiuso & data da:
2= Az + Bov
u=CzZ+ Dv
con
[ A+ BAS!'D,.C BA'C,
A=
| BALC A, + B,ALL' DC,
[ BA;!  BA'D, |
B =
| B.ALD  BAL |
[ ay'p.e AjG
C:=
AL C AL DC, |
Ayl Ay Dy
D:=
| ApD A
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Sia T(s) := C(sI — A)~!B + D la matrice di trasferimento da v a .

Teorema 6.1 Il sistema retroazionato di Figura Fig. 6.1 é asintoticamente
stabile se e solo se T(s) € Hoo-

Prova. Se A & di Hurwitz, allora ovviamente T(s) € Hoo. Per provare la
conclusione opposta, dimostreremo, attraverso il PBH test di raggiungibilita
ed osservabilita, che il sistema (A, B,C, D) ¢ in forma minima. Infatti, si
considerino le due matrici

Pe(N) ::lMCZA], Ps(\):=| M -4 -B

Il sistema ad anello chiuso € in forma minima se e solo se le due matrici hanno
rango massimo per ogni A. Si noti ora che le due matrici seguenti

I0 B 0
.o |01 0 B,
T 100 I ~A5'D. Ay
|0 0 —A DAy I
I 0 0 0
.o 0o I 0 0
T 0 —C. —AnD,AL I
_—C 0 I —AlgDAgll

sono invertibili. Risulta dunque che Po(\) e Pg(\) hanno lo stesso rango di
T,Pc(A) e Pg(A)T,. Inoltre:

M- A 0
0 M — A,
ToPC()‘) = 0 C
C 0
Pe(NT, = M- A 0 0 -8B

0 M—-A —-B, 0

Grazie alla minimalita di (A, B,C, D) e (A, By, Cy, D;) si ha dunque che il
sistema di cui 7'(s) ¢ funzione di trasferimento ¢ in forma minima. Quindi
T(s) € Hoo implica che A ¢ di Hurwitz. (]

Esempio 6.1 Sia G(s) = —1/(s—1) e C(s) = (s —1)/(s + 1). La matrice
dinamica di una particolare realizzazione &

a-| 0



138 CAPITOLO 6. PARAMETRIZZAZIONE DEI CONTROLLORI

che ha autovalori Ay = —2 and Ay = 1. Quindi il sistema ad anello chiuso non
& asintoticamente stabile. Infatti,

T(s) = (s+1)/(s+2) (s —1)/(s +2)

—(s+1)/(s=1D(s+2) (s+1)/(s+2)
non appartiene a Hyo. [ ]

Il risultato espresso nel teorema precedente puo essere specializzato al caso in
cui una delle due funzioni di trasferimento G(s) o C(s) ¢ stabile. Nel seguito
gli elementi di 7'(s) sono denotati con il simbolo Tj;(s), i = 1,2, j =1,2.

Teorema 6.2 Sia G(s) stabile. Allora il sistema retroazionato é stabile asin-
toticamente se e solo se Ti2(s) € Hoo-

Prova. Si noti che

I+ Tia(s)G(s) = I+ [I—C(s)G(s)]71C(s)G(s) = [I — C(s)G(s)] " = Ti1(s)
I+ G()Tia(s) = T+ G(s)C(s)[I = G(s)C(s)] 7" = [I = G(5)C(s)] " = Tha(s)
To1(s) = G(s)T11(s)

Quindi Th2(s) € Hoo € C(s) € Hoo implica che T'(s) € Hoo. Il viceversa e
ovvio. "

Un ulteriore specializzazione del risultato si ha quando entrambe le funzioni

G(s) e C(s) sono stabili.

Teorema 6.3 Assumiamo che G(s) € Hoo € C(s) € Hoo. Il sistema retroazion-
ato e asintoticamente stabile se e solo se

det[I — G(s)C(s)] #0, Re(s)>0

Prova. Notiamo che la matrice A € la matrice dinamica del sistema che ha
come funzione di trasferimento

G(s) = (I - G(s)C(s)) ™"

Il sistema che ha come funzione di trasferimento G(s)~! = I — G(s)C(s) ha
come zeri invarianti gli autovalori di A. Se A & Hurwitz si ha allora che tali
zeri invarianti hanno parte reale negativa, cosi come gli zeri di trasmissione
(che sono un sottoinsieme). Quindi la tesi. Viceversa, se vale la relazione
det[G(s)7!] # 0, Re(s) >0, gli zeri di trasmissione di G(s)~! hanno parte
reale negativa. Poiche entrambi i sistemi sono in forma minima e stabili asin-
toticamente, ne consegue che ogni zero invariante del sistema con funzione di
trasferimento G(s)~! che non sia di trasmissione debba essere nel semipiano
sinistro. Quindi gli autovalori del sistema con funzione di trasferimento G(s)
(autovalori di A) sono nel semipiano sinistro. Il sistema retropazionato risulta
dunque asintoticamente stabile.
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Per concludere la sezione, consideriamo un risultato ormai classico nella let-
teratura dei sistemi di controllo che ¢ conosciuto con il nome di Teorema del
piccolo guadagno (small gain theorem).

Teorema 6.4 Sia G(s). Allora

i) 1l sistema retroazionato di Figura 6.1 é asintoticamente stabile for ogni
e C(s) in Heo con ||C(5)|lco < @ se ||G(8)]|oo < @™t

ii) Se ||G(8)|lo > a7, allora esiste e C(s) in Hoo con ||C(s)]|oc < a che
destabilizza 1l sistema retroazionato.

Prova. Se ||G(8)|lo < a7}, risulta 6[G(s) C(s)] < 1, VRe(s) > 0. Allora
tutti gli autovalori di G(s)C(s) hanno modulo minore di uno nel semipiano
destro chiuso e quindi det[/ — G(s)C(s)] # 0, VRe(s) > 0. In vista del teo-
rema precedente (Teorema 6.3) si conclude che il sistema ad anello chiuso &
asintoticamente stabile.

Viceversa, si supponga che ||G(5)[lcc = a1 (1+€) :=p~ 1€ > 0 e si consideri
il caso in cui il numero di ingressi del sistema con funzione di trasferimento
G(s) sia non superiore al suo numero di uscite. Scriviamo una scomposizione
ai valori singolari di G(jw), cioe G(jw) = U(jw)E(jw)V "™ (jw) con E(jw) =
[S(jw)’ 0], dove S(jw) & quadrata. Si ponga C(jw) := pV (jw)TU™ (jw), dove
T = [I 0]. Segue che

1

det[I — G(jw)C(jw)] = det [I — pU(jw) [ S(gw) 8 ] UN(jw)]

I—pS(jw) 0
S |

= det[l — pS(jw)]

Dal momento che ||G(s)||cc = p !, esiste una frequenza & tale che lim,_.g

7|G(jw)] = p~'. Allora, ricordando che S(jw) = diag{o;[G(jw)]}, segue
che un elemento non nullo di pS(jw) tende a uno e quindi lim,_g det[] —
G(jw)C(jw)] = 0. Grazie al teorema precedente (Teorema 6.3) cio significa
che il sistema retroazioanto non ¢ asintoticamente stabile. Il caso in cui il
numero di ingressi ¢ superiore al numero di uscita ¢ simile e la dimostrazione
relativa e lasciata al lettore.

6.2 Fattorizzazione doppia coprima

Introduciamo ora un risultato intermedio utile per fornire la parametrizzazione
dei regolatori stabilizzanti.

Teorema 6.5 Sia G(s) una matrice razionale propria. Allora esistono otto

~

matrici razionali M(s), N(s), M(s), N(s), X(s), Y(s), X(s), Y(s), tutte in
Hoo, tali che
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~

SYMY(s) = M~1(s)N(s)

Q
=
]
2

b)
(s) ] l M(s) ~Y(s) ] .,

Le matrici M(s), N(s), M(s), N(s) constituiscono una doppia fattorizzazione
coprima di G(s).

Prova. Notiamo che il teorema implica la coprimita a destra di M (s) e N(s)
e a sinistra di M(s) and N(s). Sia ora G(s) = %(A, B,C, D) e si assuma il
sistema stabilizzabile e rivelabile. Siano K e L due matrici tali che A+ BK e
A+ LC sono di Hurwitz. Allora (la verifica ¢ lasciata al lettore):

= K(sI—A—-BK)'B+1I

= (C+DK)(sI -A—BK)'B+D
= —(C+DK)sI-A—-BK)'L+1
= K(sI-A-BK) 'L
C(sI—A—LO)'L+1

= C(sI—A—-LC)Y"YB+LD)+D
= —K(sI-A—-LC)Y"YB+LD)+1
= K(sI-A-LC)"'L

»

0

»

A~ N N N N N/~
S— N \Cf/ ~— N N N
Il

E’ chiaro che esistono infinite fattorizzazioni doppie coprime di una funzione

G(s).

Esempio 6.2 Consideriamo la matrice razionale

_ | P Hs=1/(s—s) s/(s° 1)
Gls) = [ (22— 1))(s—s) (s~ 1) ]

che ammette come realizzazione minima la quadrupla

[0 1 0 0 1

A=1|1 0|, B=|10

(000 10

1 0 1 0 0
0_011]’D_[01]

Scegliendo

-4 0
A A
10
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¢ facile verificare che le otto matrici di una fattorizzazione doppia coprima
sono le seguenti:

_ s/(s+1) 0
s | =52+ 1)/(s+ D(s*+s+1) ("= 1/(s"+s+1)
N [ DD 4541 5/ 4+

i 1/(s*+s+1) /(s + s+ 1)
X(s) = (s3+552+5_5)/(3+1)(82+8+1) 0

| —(9s+5)/(s* + 5+ 1) |

Y(s) = _ —1/(s+1) o]

I (1252 + 265 +13) /(s + 1) (s> +s+1) 0
co [ ss=0/s+1)? 0
M(S)— i —(38+1)/(S+1)2 1]
Ny | D 2

(252 1 35) /(s + 1)°  (®+ 352+ 5)/(s + 1)}
X __(s3+432+75+5)/(8+1)3 s/(s+1)3
(s) = @55 13)/(s+1)7  (sP+ds?—ds —1)/(s+ 1)}

o[ =D+ 0
Y(s) = 125/(s + 1) 0

Nel caso in cui la funzione di trasferimento G(s) & gia stabile, cioe G(s) € Huo,
si puo scegliere K =0, L = 0 e quindi:

M(s) = M(s)=1
N(s) = N(s)=G(s)
X(s) = X(s)=1I
Y(s) = Y(s)=0

Il teorema sulla doppia fattorizzazione coprima ci permette di formulare un
altro risultato relativo alla stabilita del sistema retroazionato di Figura 6.1.
Tale sistema retroazionato si puo rappresentare anche nel modo descritto in
Figura 6.2, dove G(s) = Ng(s)Mg(s)™!, con Mg(s) e Ng(s) coprime a destra e
C(s) = No(s)Mc(s)~t con Mc(s) e No(s) coprime a destra. Con riferimento
a tale figura sia z := [2] 23], @ := [v/ )] and v := [d’ ']’

Teorema 6.6 Il sistema in figura 6.2 é asintoticamente stabile se e solo se la
funzione di trasferimento H(s) dall’ingresso v all’uscita z ¢ in Heo.
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a w z; Y
Mc(s)! N(s)

Yr N(s) Mc(s)"

Figura 6.2: Connessione in retroazione

Prova. Siano Xg(s) € Heo € Yi(8) € Hoo soluzioni dell’equazione di Bezout
Xa(s)Ma(s)+Ya(s)Na(s) =1 e Xco(s) € Hoo € Yo(s) € Hoo soluzioni dell’e-
quazione di Bezout X¢(s)Mc(s) + Yo (s)Ne(s) = I. Per la dimostrazione del
teorema basta osservare che le funzioni H(s) e T'(s) (quest’ultima, si ricordi,
¢ la funzione di trasferimento da v a @) sono legate dalle relazioni:

T(s) = l NGO(S) N%(S)]H(S)Jrf
| Xa(s) Ya(s) B 0 Yea(s)
His) = [YC(S) Xo s)lT(S) [YC(S) 0 ]

Quindi T'(s) € Hoo € equivalente a H(s) € Hoo.

Teorema 6.7 Il sistema di Figura 6.2 é asintoticamente stabile se e solo se
P~1(s) € RHw, dove

_ | Ma(s) Ne(s)
Pls) '—lNG@) MC(S)]

Prova. Si osservi che P(s) ¢ bipropria e quindi invertibile, se il sistema
retroazionato ¢ ben posto. Infatti, se G(oo) = D e C(c0) = D, si ha
det[P(c0)] = det[I — DD,]. Infine H(s) € Ho se e solo se P71(s) € He.

Infatti
wo-[4 2] 2]

6.3 Parametrizzazione

Adesso risolveremo finalmente il problema della parametrizzazione dei regola-
tori stabilizzanti. Articoliamo la discussione iniziando dal caso piu semplice
in cui G(s) & stabile (in Hoo). In tale caso, sappiamo dal Teorema 6.2 che il



6.3. PARAMETRIZZAZIONE 143

sistema ad anello chiuso ¢ asintoticamente stabile se e solo se T12(s) € Hoo.
Sia allora Q(s) una generica funzione in Hs, e si ponga

C(s) = Q(s)(I + G(5)Q(s)) ™ = (I + Q(5)G(5)) ' Q(s) (6.1)

un generico controllore. Allora si noti che:

Ti2(s) = Q(s)

Tii(s) = I+Q(s)G(s)

Tou(s) = G(s)+G(s)Q(s)G(s)
Taa(s) = I+ G(s)Q(s)

Quindi, essendo G(s) € Hoo si ha che il sistema in anello chiuso & asintotica-
mente stabile, qualunque sia la scelta di Q(s) € Hoo tale da non annullare iden-
ticamente det[I + Q(s)G(s)]. Viceversa se C(s) & un regolatore stabilizzante
allora C(s) si puo scrivere nella forma (6.1) prendendo Q(s) = Ti2(s).

Nel caso generale, la parametrizzazione puo essere ricavata facendo riferimento
alla figura 6.2 e alla parametrizzazione doppia coprima di G(s) discussa in
precedenza.

Teorema 6.8 L’insieme delle funzioni razionali C(s) che stabilizzano inter-
namente G(s) & definito dai regolatori della formas:

Cls) = [-¥ () + M(5)Q)X () + N(5)Q(s)])
= [X(5) + Q)N ()| 7' =Y (5) + Q(s)M ()] (6.2)

dove Q(s) é ogni elemento di Hoo tale che
det[I 4+ Dsllrgo Q(s)] #0 (6.3)

Prova. Le inverse che appaiono nelle equazioni (6.2) eistono in quanto N(s)
e N(s) sono strettamente proprie e X(s) e X(s) sono bi-proprie. Per ogni
matrice Q(s) si ha:

[ =) [T Q)
I__o I Ho I ] (6.4)
[ Q(S)H X(s) ?@)HM(@ -y S)HI Q(S)]
0 I ~N(s) M(s) || N(s) X(s) [[0 T
[ X(5)+QUa)N(s) Y(s) = Q(s)M(s) ] [M@) M(5)Q(s) = Y (s) ]
I —N(s) M (s) N(s) N(s)Q(s)+ X(s)

11 blocco (1,2) del prodotto delle due ultime matrici ¢ zero, quindi

[X(s) + Q(s)N(s)][M(s)Q(s) = Y(s)] +

[V (s) = Q) M(s)][N(5)Q(s) + X (s)] = 0 (6.5)
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che dimostra 1'uguaglianza in (6.2).

Sia ora

C(s) = [=Y (s) + M(s)Q()][X (s) + N(5)Q(s)] "
dove Q(s) € Hoo soddisfa la condizione (6.3). Dimostriamo che un tale regola-
tore stabilizza G(s). SiaU(s) := =Y (s)+M(s)Q(s), V(s) := X (s)+N(s)Q(s),
U(s) = =Y (s) + Q(s)M(s), V(s) := X(s) + Q(s)N(s), e quindi C(s) =
U(s)V~1(s) = V(s)7'U(s). Dalla fattorizzazione doppia coprima di G(s)
segue che

[ V(s) —O(s) ] [M(S) U(s) ] _

cioe . R X
M(s) U(s) | _ | Vi(s) —U(s)
[ N(s) V(s) ] B l ~R(s) NI(s) ]
La matrice nel membro di destra appartiene a H, e quindi anche la matrice
inversa. Dal Teorema 6.7, il sistema in Fig. 6.1 ¢ asintoticamente stabile.
Viceversa, assumiamo che C(s) stabilizzi G(s). Affinche il sistema di Fig. 6.1
sia ben posto, il controllore C(s) deve soddisfare ’equazione

det [I — DD,] # 0 (6.6)
dove D, :=lims_,o, C(s). Siano U(s) e V(s) due elementi coprimi a destra di
Heo tali che C(s) = U(s)V~1(s) e consideriamo 'identita
[ X(s) V(s) ] l M(s) U(s) ] B l I XU+ V&)V ()
—N(s) M(s) N(s) V(s) 0 —N(s)U(s)+ M(s)V(s)
Poiche le due matrici nel membro di sinistra hanno inversa in He, si ha
P7L(s) :i= [-N(s)U(s)+M(s)V(s)] ! € Hoo e Q(5) := [X(s)U(s)=Y (s)V(s)|PL(s) €
Hoo. Notiamo ora che
Qs): = [X(s)C(s) + Y (s)][P(s)V(s) ]
= [X Y (5)][-N(s)C(s) + M(s)] ™!

—~
»
SN—

e quindi
I+D lim Q(s) = I+ D lim [X(s)C(s) + Y (s)][=N(s)C(s) + M(s)] ™!
=I+DD.(I-DD,)"' = (I -DD,)™!
Quindi Q(s) soddisfa la condizione (6.3).
Dalle definizjione di U(s) e V (s) si ha
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che diventa

lM(S) U<s>1_[M<s> —Y(s>HI Q(S)P(S)]
N(s) V(s)

Quest’ultima condizione implica

e quindi
C(s) = U(s)VH(s) = [V (5) + M(5)Q()][X (5) + N(5)Q(s)]

[
11 controllore Cy(s) che corrisponde alla scelta naturale Q(s) = 0, ¢ di solito
chiamato controllore centrale. In vista dell’equazione (6.2), tale controllore e
dato da
Co(s) = Y ()X !(s) = =X !(s)YV (s)

e quindi dipende dalla particolare scelta della doppia fattorizzazione coprima.
Nonostante la scelta del parametro libero pit1 semplice, il controllore centrale
non ha di solito ’ordine piu piccolo possibile.

Esempio 6.3 Sia G(s) = 1/s esiscelga K = L = —1 cosl da ottenere N(s) =
N(s)=1/(s+1), M(s) = M(s) = s/(s + 1), X(s) = X(s) = (s +2)/(s + 1),
Y(s)=Y(s) =1/(s+ 1). Dall’equazione (6.2) si ha

1 5Q(s)

K =500

e quindi, in corrispondenza di Q(s) = 0, il controllore centrale &: Cy(s) =
—1/(s 4+ 2), mentre, se Q(s) = —1, si ha C(s) = —1. n

La struttura dell’insieme dei regolatori stabilizzanti puo essere messa in luce
in funzione del controllore centrale nel modo indicato dal risultato seguente,
la cui prova richiede solo passaggi di algebra delle matrici ed & quindi lasciata
al lettore.

Teorema 6.9 L’insieme delle funzioni razionali C(s) che stabilizza G(s) é
dato da

C(s) = Cols) + X(5) " (5)QU)T + X SN(5)Q(s)] X (5)

dove
Cols) = —Y(5)X1(s) = —X(s) L ()7 (s)
Q(s) € Hs
0 # det[I+DSILI£10Q(s)]
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U R, (s) y
4——?47 C,(s) |*
X(s)"
A
=N(s) —>O— X ()"
A O(s) et

Figura 6.3: Struttura dei regolatori stabilizzanti

La forma di C(s) data dal Teorema 6.9 mostra che il generico controllore sta-
bilizzante e costituito dalla connessione in retroazione di due sottosistemi, si
veda la Figura 6.3. Il primo, indicato con il simbolo R¢(s) in Fig. 6.3, dipende
solo dalla scelta della fattorizzazione doppia coprima, mentre il secondo ¢ sem-
plicemente costituito dal parametro libero Q(s). Infatti, ¢ facile riconoscere
che la funzione di trasferimento da y a u del sistema controllato ¢ precisamente
C(s). Con riferimento alla Figura 6.3, la funzione di trasferimento del sistema
R¢(s) dai due ingressi y e y; alle due uscite u e uy €

[ -~z
fyls) = [ X(s) X-1(s)N(s) 1

Siano ora K e L tali che A+ BK e A+ LC siano Hurwitz, e si costruisca il
regolatore centrale Cy(s) attraverso l'osservatore e la legge di controllo sullo
stato ricostruito, come spiegato nella Sezione 1.12. Allora, si puo vedere che
la una realizzazione di Ry(s) ¢ la seguente:

Ry(s) = [ _KC ] (sI-A-BK-LC-LDK)™'[ -L ~B-LD |+ ? ;)I

Infine, gli autovalori del sistema complessivo sono dati dagli autovalori di A +
BF, di A+ HC e della matrice dinamica A, di Q(s) := X(Ay, By, Cy, Dy).
Infatti, denotando con z lo stato del sistema con funzione di trasferimento
G(s), con Z lo stato dell’osservatore asintotico, e con z, quello del sistema con

funzione di trasferimento Q(s), la scelta x; := [2' — £ 2} 2']" come vettore di
stato del sistema complessivo, porta a una matrice dinamica data da:
A+ LC 0 0
Ay = B,C Ay 0

~-B(K +D,C) —BC, A+ BK
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P(s)

\4

C(s)

A

Figura 6.4: Schema standard

6.4 Alcuni problemi di progetto

In questa sezione conclusiva, definiamo alcuni problemi di sintesi del con-
trollore. Una formulazione generale del problema di sintesi fa riferimento alla
Figura ?7. Lo schema a blocchi corrispondente € anche detto schema standard.
In tale figura il vettore w rappresenta le variabili di disturbo o di riferimento
e il vettore z rappresenta invece le variabili di prestazioni, sulle quali appunto
si vogliono esprimere le specifiche di progetto. Le prestazioni sono solitamente
espresse attraverso la norma della funzione di trasferimento da w a z. Se con
Pij(s), i,7 = 1,2, si indicano le funzioni di trasferimento che compongono
P(s), tale funzione ¢ data dalla Trasformazione Lineare Frazionaria (LFT)

Gei(s) = Pi1(s) + Pra(s) [T — C(s) Paa(s)] 7 C(s) Par(s)

Lo scopo del progetto ¢ quello di ricavare un controllore C(s) tale da stabi-
lizzare il sistema ad anello chiuso e rendere minima (o comunque limitare), in
una norma da specificare, la funzione di trasferimento ad anello chiuso G(s).

La dipendenza di G(s) da C(s) ¢ ovviamente complicata. Possiamo pero uti-
lizzare la parametrizzazione dei controllori che stabilizzano il sistema retroazion-
ato avente Pay(s) come linea di andata. Segnatamente sia,

~ A

Py(s) = N(S)M_l(s) = M_I(S)N(S)

l X(s) gas)HM(s) —Y(s)]_ /
—N(s) M(s) || N(s) X(s)

dove tutti gli elementi sono in He,. E’ un fatto di semplice manipolazione di
matrici dimostrare che la funzione di trasferimento in anello chiuso G (s) si
puo scrivere come:

Ga(s) =Ti(s) + Ta(s)Q(s)T5(s)



148 CAPITOLO 6. PARAMETRIZZAZIONE DEI CONTROLLORI

dove

Ti(s) = Pu(s)— Pia(s)M(s)Y (5)Pa(s)
T (s) Pra(s)M(s)
Ts(s) = M(s)Pau(s)

S

Il problema ¢ quindi quello di ricavare Q(s) € Hoo tale da minimizzare G(s)
(Model Matching Problem) e poi calcolare il controllore attarverso la formula
di parametrizzazione

Os) = (X() + Q)N () (QU)N(s) ~ V()

Si noti perd che le funzioni 7T;(s) potrebbero non essere in Hoo. Infatti, si
consideri una realizzazione del sistema aumentato P(s):

t = Az + Byw+ Bou
z = Ciz+ Disu
y = Cox+ Dyw

Le funzioni T;(s) sono in Hs se e solo se la coppia (A, B2) € stabilizzabile e
la coppia (A, Cy) ¢ rivelabile, cioe se il sistema con funzione di trasferimento
Pao(s) = Co(sI — A)"1 By + Doy & internamente stabilizzabile da y.

Primo caso

Assumiamo che

(i) La funzione di trasferimento T5(s) ¢ tale che esiste una funzione inner
U(s) € Hoo in modo tale che U(s)T5(s) € Hoo

(ii) La funzione di trasferimento 73(s) ha rango pieno per righe senza zeri e
poli sull’asse immaginario

Allora, indicando con Ti(s) la funzione T(s) = U(s)Tx(s), e con Ti(s) la
funzione T1(s) = U(s)T1(s) si ha

1Ga(s)5 = [IU(s)"'U(s)T1(s) + U U (s)Ta(s)Q(s)T5(s) 13
= |Ti(s) + Ta(s)Q(s)T3(s)I3

Infine, si scriva una fattorizzazione inner outer di T5(s) € Heo, cioe Th(s) =
T5i(s)T20(s). Allora, si noti che (completamento dei quadrati)

Ga(s)Gii(s) = Ti(s) [1 = T3 () (Ts(s)T5 () " Ty (s)] T (s) + Re () Ri3(s)

dove
Ro(s) = Tao(5)Q(8)T3(s) + Tai(s) " Tu(s)T5 (s)T5 (s) 7
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e T3(s) ¢ il fattore spettrale canonico di T3(s)T5”(s) che esiste grazie all’ipotesi
(ii). La soluzione ottima ¢ dunque tale da minimizzare la norma L, di Rg(s).
Indicando con [Js la parte stabile e con [|T la pseudoinversa !, la soluzione
ottima e:

Q" (s) = =Taols)! |Ta() T35 ()15 ()" Ta(s) ™!

Si noti che tale soluzione ottima potrebbe non essere propria nel caso in cui
T5(o0) non ha rango pieno. In questo caso, la soluzione ottima puod essere
approssimata con una soluzione propria aggiungendo un numero opportuno di
poli ad alta frequenza.

Secondo caso
Assumiamo che

(i) La funzione di trasferimento T5(s) € tale che esiste una funzione inner
U(s) € Hoo in modo tale che T3(s)U(s) € Hoo

(ii) La funzione di trasferimento T5(s) ha rango pieno per colonne senza zeri
e poli sull’asse immaginario

Allora, indicando con T3(s) la funzione T3(s) = T3(s)U(s), e con Ti(s) la
funzione Tj(s) = T1(s)U(s) si ha

1Ga(s)3 = H@(S)U(S)U(S)fl+_Tz(S)Q(S)TS(S)U(S)U(S)fl||§
= |[Tu(s) + Ta(s)Q(s)T3(s) I3

Infine, si scriva una fattorizzazione inner outer di T3(s) € Hoo, cioe T3(s) =
T5,(s)T5i(s). Allora, si noti che (completamento dei quadrati)

Gals)Gi(s) = T (s) [T = To(s) (T3 (5)Ta(s)) T3 ()| Ti(s) + S5 (5) S (s)

dove
Sq(s) = To(s)Q(5)Tso(s) + T5"(5) T3 (s)T1(5) Ti(s) ™"

e Ty(s) ¢ il fattore spettrale canonico di T5*(s)Ts(s) che esiste grazie all’ipotesi
(ii). La soluzione ottima & dunque tale da minimizzare la norma Lo di Sg(s).
Indicando con [ la parte stabile e con []™ la pseudoinversa, la soluzione ottima
e
Q" (s) = =To(s) ™" [T5(s) T3 ()T (5) ' Tais) ] Tho(s)

Si noti che tale soluzione ottima potrebbe non essere propria nel caso in cui
T3(c0) non ha rango pieno. In questo caso, la soluzione ottima puod essere
approssimata con una soluzione propria aggiungendo un numero opportuno di
poli ad alta frequenza.

'La pseudoinvera di Moore-Penrose di una matrice X complessa & definita come quella
matrice X' tale che XXTX = X e XTXX" = XT. Se X & invertibile allora X = X",
Se X & invertibile a destra, allora X' = X’(XX~)"!. Se X & inertibile a sinistra, allora
XT=(X")"'x.
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6.4.1 Filtro ottimo H,

Il problema del filtro ottimo in Hs si puo formulare nel modo seguente. Sia
w un rumore (pensato deterministico) che genera le misure y attraverso un
sistema dinamico con funzione di trasferimento G(s). Sia poi H(s) un altro
filtro dinamico, ancora alimentato da w, che genera un segnale di uscita &
che si vuole ricostruire in modo da minimizzare 1’errore di ricostruzione. Il
filtro da sintetizzare, F'(s), ha come ingresso le misure y e genera in uscita una
ricostruzione u del segnale incognito £. Si vuole minimizzare la norma in Lo
della funzione di trasferimento da w a z = £ — u, cioe

Gu(s) = H(s) — F(s)G(s)

Questo problema di filtraggio si puo formulare come problema di controllo
attraverso lo schema standard, definendo C(s) = F(s) e

e quindi
Ga(s) = Ti(s) + To(s)Q(s)T3(s)

con T1(s) = H(s), Ta(s) =1, T5(s) = G(s), e Q(s) = F(s). Se quindi G(s) ha
rango pieno per righe si ricade nel primo caso discusso precedentemente.

I filtro ottimo ha dunque I’espressione:

Fo(s) = [H(S)GN(S)TQ(S)*l] T3(s)~*

st

dove T3(s) ¢ il fattore spettrale canonico di G(s)G™(s). Si noti perd che la
funzione G(s) ottenuta potrebbe non essere in Ho, ma solo in Ls.

Consideriamo ora il sistema dinamico

#(t) = Ax(t)+ Bw(t)
y(t) = Cx(t)+ Dw(t)
§t) = Maz(t)

e affrontiamo il problema di ricavare un sistema dinamico F'(s) stabile, ali-
mentato da y, che genera una ricostruzione ottima u del segnale incognito &,
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cioe tale da minimizzare la norma Hsy della funzione di trasferimento da w a
z=u—¢&, cioe
Gu(s) = H(s) — F(s)G(s)

dove
H(s)=M(sI —A)™'B, G(s)=C(sI—A)"'B+D

Le ipotesi principali che vengono fatte sono:
(A1) La coppia (4, C) ¢ rivelabile
(A2) DD' >0
Osservazione 6.1 Se vale l'ipotesi A2, senza ledere la generalita si puo pen-

sare di assumere che DB’ = 0 e DD’ = I. Infatti, il sistema puo essere
riscritto nel modo segquente:

i(t) = Axz(t)+ Bw(t)+ BD'(DD") " y(t)
§(t) = Cz+ Duw
§(t) = Max(t)

A = A-BD'(DD)'C

B = B(I-D'(DD) YD

C = (DD')~ /2

D = (DD) 2D

(

D
DD Y2y (1)

<

—
o~

SN—

per cui BD' =0 e DD’ = I. Ora si introduca il nuovo sistema

i(t) = Az(t)+ Buw(t
g(t) = Cz(t) + Dw(t)
§(t) = Maz()

che differisce dal primo solo nell’assenza del termine deterministico D'(DD')1y(t)
nella derivata dello stato (iniezione dell’uscita nella derivata dello stato).
Quest ultimo sistema soddisfa pero le ipotesi BD' = 0 ¢ DD’ = I. Il ri-
costruttore ottimo in Ha per il sistema di partenza si ricava dal ricostruttore
ottimo in Ha per il nuovo sistema aggiungendo nelle equazioni della derivata
dello stato di quest’ultimo termine D'(DD')~1y(t).

La soluzione ottima ¢ data dal filtro

F(s)=M(sI — A—LC)™!
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dove
L =—(PC'+BD')(DD')"'/?
e P e la soluzione stabilizzante dell’equazione di Riccati
AP+ PA' — (PC' + BD')(DD')~*(CP+ DB') + BB' =0
ciot tale che P> 0 e A — PC' + BD')(DD')~'/2C sia Hurwitz.

Esempio 6.4 Si considerino le due funzioni di trasferimento

1—s 1
G“):m’ H(s) = s+5

Si ricavi il filtro ottimo in He, cioe F(s) stabile tale che la norma || F(s)G(s) —
H(s)||2 sia minimizzata. A tale scopo si noti che la soluzione in Hy coincide
con quella in L9, in quanto H(s) e G(s) sono stabili.

Soluzione: La soluzione é:

Fott(s) — (H(S)GN(S)GN(s)*l)staé(S)fl

dove +1
A s
G p—
() $+5
¢ il fattore spettrale canonico. Risulta:
A 1+s _—1/3  -2/3

H(s)G™(s)G™(s) ™' = 1—9)(5+5) s—1 " 545

e quindi
o N\ Ao A —2/3
(G (5)C(5) oo = 22
Infine: 5/3
FOtt(S) _ /
s+1
e quindi
1 2(1—ys) _ 5-—3

H(s) — FOU(s)G(s) = s+5 3(s+5)(s+1) 3(s+5)

col che ||G(s)|l2 = %
Vediamo ora la soluzione in spazio di stato (ricostruttore ottimo in Hz) e
consideriamo quindi il sistema

z(t) = —bx(t) + w(t)

y(t) = 6x(t) —w(t)

) = (1)
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Per costruzione si ha che G(s) € la funzione di trasferimento da w a y e H(s)
quella da w a &. 1l filtro ottimo si ottiene nel modo seguente:

1SN

() = —=52(t) + L(CL(t) — y(t))
) = @)

782N
—

dove
L=—-6P+1

e P ¢ la soluzione stabilizzante di
—10P — (36P? +1—12P) +1 =0

Siha P=1/18 e L = 2/3, e quindi la funzione di trasferimento da y a ¢, che
¢ il filtro ottimo, risulta
—2/3
Fott —
() s+1
che, per le ragioni gia dette, coincide con quella ricavata in precedenza.

Esempio 6.5 Si considerino le due funzioni di trasferimento

s—1 1
Gls) ==, H(s)= -

Si ricavi il filtro ottimo in Lo con F(s) stabile tale che la norma ||F'(s)G(s) —
H(s)||2 sia minimizzata.

Soluzione: La soluzione é&:

F'(s) = (H(s)G™ ()G (5) ™ )utaGls) ™

dove

A s+ 1
Gls) = s+5

¢ il fattore spettrale canonico. Risulta:

AP Aol I+s
HEHG (566 = 56D

e quindi /

o 2/3

(H(5)G™(5)G™(5) ot =

Infine: 2/3

FOtt(S) — P
e quindi

1 2(s —1) s+5

H(s) = F*(s)G(s) = —— — 3(s—5)(s+1) 3(s—5)(s+1)
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col che |Gu(9)|2 = %.

Vediamo ora la soluzione in spazio di stato (ricostruttore ottimo in Hz) e

consideriamo quindi il sistema
#(t) = bux(t)
y(t) = 4a(1)
() = x(t)

Per costruzione si ha che G(s) ¢ la funzione di trasferimento da w a y e H(s)
quella da w a &. 1l filtro ottimo si ottiene nel modo seguente:

>

() = 5ilt) + L(CA(t) — y(t))
() = i)

>

I

dove
L=—-(4P+1)

e P ¢ la soluzione stabilizzante di
10P — (4P?+ 1) +1=0

Siha P=1/8 e L = —3/2, e quindi la funzione di trasferimento da y a ¢, del
ricostruttore ottimo, risulta

3/2

s+1

Fott(s) —

che, per le ragioni gia dette, non coincide con quello ricavata in precedenza.
f

Infine: [|Gu(s)||2 = ¥, che & maggiore di quella ricavata minimizzando in £,
anziche in Hos.

Osservazione 6.2 Il problema del filtraggio in ambiente stocastico si puo
descrivere nel modo seguente. Si consideri il sistema n-dimensionale

T = Ax + (1 + Bau (67)
y=Cz+ ( (6.8)
dove ¢ := [(] (5]’ & un rumore bianco gaussiano a media nulla e intensita

unitaria
W l Wit Wiz

. Wa >0 6.9
Wiy sz] - (6.9)

Si vuole ricavare una stima uw di una combinazione lineare dello stato del
sistema M x, in maniera da minimizzare il funzionale

Ji = Jim B ([Ma(t) — u(t)) [Ma(t) — u(t)]
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Js = lim E [111 /()T[Mx(t) —u(t)) [Mz(t) — u(t)]dt

T—o0

Si noti che W := Wi — W12W2§1W{2 > 0 2. Si prenda una matrice By che
sia una fattorizzazione n x n di W, in modo tale che

BB, =W (6.10)
Inoltre si definisca
D:=1[0 I, B:=[By WiWg" (6.11)
y=Wy'%y, C=Wy'*C (6.12)
z:=Cx+u, Cp:=-M (6.13)
Allora il sistema (6.7)—(6.9) puo essere riscritto come
& = Ax + Bw + Bau (6.14)
z=Ciz+u (6.15)
y=Cz+ Dw (6.16)
dove w € un rumore bianco gaussiano a media nulla e intensita unitaria
][ e (617
Si osservi che
BB =Wy, BD =WpuWy'?, DD =1 (6.18)

E’ facile verificare che
Ji = tlim E[z'(t)z(t)]

Js = lim E [1 /0 Tz’(t)z(t)dt]

T—o0 T

Allora il problema consiste nel trovare un controllore della forma

{=Ft+Gy (6.19)
u=H{+ Ny (6.20)

tale che il sistema di controllo (6.14)—(6.20) ¢ stabile e il criterio Jy o Js
venga minimizzato. Il sistema ad anello chiuso € ben posto e la funzione di
trasferimento da w a z € strettamente propria se e solo se N = 0. Infine,
risulta che Jy = J5 che uguaglia il quadrato della norma in Hs della funzione
di trasferimento da w a z.

2Infatti, dal momento che W > 0 e Way > 0 si ha W = Z'WZ, con

1
Z = _
[ ~Wa' Wi, }
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6.4.2 Controllo ottimo H,

In questa sezione conclusiva viene schematicamente presentato il problema del
controllo ottimo in Hy dallo stato. Precisamente, sempre con riferimento alla
Figura 6.4 si fa I'ipotesi che lo stato del sistema aumentato P e le variabili
esogene w siano a disposizione del progettista, e che si voglia ottimizzare la
norma Ho della funzione di trasferimento da w alle variabili di prestazione z.
A tale problema & frequentemente dato il nome di full information control. 11
sistema P e descritto dalle equazioni:

con le ipotesi che (A, B) sia stabilizzabile e (A, C) rivelabile. Secondo lo
schema standard si ha dunque:

Pi(s) = C(sI—A)™'B;

Pip(s) = C(sI—A)'B+D

Pu(s) = [(SI_?)_IBI]
Pro(s) = l (sI—(,)4)—lB ]

Una volta calcolata la fattorizzazione doppia coprima di Psg(s) il problema &
quello di minimizzare la norma Lc di T1(s) + T2(s)Q(s)13(s), dove

Ti(s) = Pii(s) — Pia(s)M(s)Y (s)Pa(s)
TQ(S) = Plg(s)M(S)

~

Tg(S) = M(S)Pgl(s)

dipendono da una doppia fattorizzazione coprima di Paa(s):

X(s) = X(s)=1

Y(s) = Y(s)=| -K 0]
M(s) = I+K(sI—-A—-BK)'B
N(s) = (sI—A—OBK)—lB]

- [ (sI—A—L)"'B
0
- [ (sI—A—L)"'L+1 0
0 I
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dove K e L tali che A+ BK e A+ LC sono di Hurwitz. Risulta:

Ti(s) = (C+ DK)(sI —A—BK) 'B
Tyr(s) = (C+DK)(sI—A—BK)"'B+D

Tyls) — l (sI—A—ILC')*lBl ]

Le ipotesi del secondo caso illustrato nella parte introduttiva della sezione sono
soddisfatte se si fa I'ipotesi D'D > 0, e la soluzione ottima risulta:

QM (s) = =T(s) " [T5(s) T3 ()T () Th(s) | Tho(s)f
dove Ti(s) = Ti(s), Tso(s) = T3(s) e T3i(s) = I. Quindi
Q' (s) = =To(s) ™" |T5"(s) ' T5"(5)Tu(s)]  Too(s)'

Per quanto riguarda il fattore spettrale canonico di T5”(s)T5(s), si segue quanto
discusso nella sezione 4.4. Si ha

Ty(s) = (D'D)? (I + (D'D)""/*(B'P + D'C + D'DK)(sI — A~ BK)"'B)
dove P e la soluzione stabilizzante dell’equazione di Riccati
0=(A+ BK)P+ P(A+ BK)+ (C+ DK)'(C + DK)
— (PB+C'D+K'D'D)(D'D)"Y(B'P + D'DK + D'C)

Se si prende
K =—(D'D)"Y(B'P+D'C)

I’equazione di Riccati diventa:
AP+ PA+ (PB+C'D)(D'D)" (B'P+D'C)+C'C=0

Tale scelta di K porta a una matrice A + BK di Hurwitz e inoltre (i conti
sono lasciati al lettore):

T5 ()15 (s)T1(s) = —(D'D)"Y2B/(sI + A)"'PB, € Hy

Essendo questa funzione antistabile, la sua parte stabile e nulla, cioe la scelta
ottima

Q(s) = To(s) ™" |T5°(s) ' T ()T (s)]_ Th(s)" =0
Quindi, ) )
Cs) ==X (s)W(s)= | K 0]

cioe u(t) = Kxz(t). In conclusione il controllo ottimo Hy é:

u(t) = —(D'D)"Y(B'P 4+ D'C)x(t)
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dove P e l'unica soluzione stabilizzante dell’equazione di Riccati:
AP+ PA+ (PB+C'D)(D'D)" (B'P+D'C)+C'C=0

Si noti che il controllo cosi ottenuto non dipende da w, che pure era stato sup-
posto essere misurabile. Con cio si dice che il controllo ottimo full information
coincide con il controllo ottimo state feedback.

Osservazione 6.3 Il problema di controllo ottimo in Ho si puo applicare
ai problemi di controllo LQ (lineare quadratico o LQS (lineare quadratico
stocastico).

Problema L@ Consideriamo il sistema n-dimensionale

&= Ax + Bu (6.21)
2(0) = a0 (6.22)
con il funzionale di costo
T = /O T (6)Qa(t) + 2/ (£)Sa(t) + () Ra(t)] dt (6.23)
dove
[g, z]::L:L’>O, R>0 (6.24)

So osservi che L > 0 and R > 0 implica
Q:=Q—-SR'S >0

dal momento che Q = Z'LZ con Z' := [I — SR71]. Sia C1; € R¥" una
fattorizzazione di @), e quindi

CCh=Q (6.25)
Inoltre si definisca
011 0
C:= [ R1/29 ] , D= [ I ] (6'26)
uw:=R"%u, z:=Cz+ Du (6.27)

E’ facile verificare che ~
) = / 2()2(t)dt
0

D’altra parte, il movimento libero dello stato si puo sempre vedere come un
movimento forzato da un ingresso impulsivo che agisce attraverso una ma-
trice di ingresso opportruna. Percio, se si tengono in conto le le equazioni
(6.25)—(6.27), il sistema (6.21), (6.22) puo essere descritto nel modo seguente

& = Ax + Byw + Bu (6.28)
z=Cx+ Du (6.29)
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con w := §(t), By := w9, B:= BR™'/? and 2(0) = 0. Il problema LQ consiste
nel trovare un controllore della forma

§=F¢+ G (6.30)
u=H¢{+ Nz (6.31)

tale che il sistema in anello chiuso si aasintoticamente stabile e I’indice di costo
sia minimizzato. Si noti che il sistema di controllo € ben posto, che la funzione
di trasferimento da w a z risulta essere strettamente propria e che il quadrato
della norma in Hy di tale funzione ¢ proprio Jj.

Tuttavia, si osservi che nel contesto del problema classico di controllo ottimo,
il problema LQ e formulato senza richiedere la stabilita del sistema risultante.
Ad esempio si consideri il sistema (6.21) e il costo (6.23) con

5 1] o f2] o[ ) we o

dove @ = 1 0 a = —1. Nel contesto del problema classico LQ, la soluzione ¢ da-
ta dalla legge di controllo u%; (x) = —[0 1]z a cui corrisponde il valore del costo
Jor (2(0)) = 23(0). 1l sistema ad anello chiuso & stabile se « = —1 e instabile
se @ = 1. Nel contesto H la legge di controllo ottima ¢ u3,_(z) = —[4 3] quan-
do a =1, e il valore del costo & J{py, (2(0)) = 827(0) 4 821(0)22(0) + 323(0).
Quando @ = —1 si trova la stessa legge di controllo del caso classico. Nel
contesto Ho, il sistema ad anello chiuso ¢ stabile in entrambi i casi. Infine si
noti che Jio ((0)) < JPg, (2(0)), Vz(0).

Problema LQS Si assuma che il sistema controllato e

dove w € un rumore bianco con intensita unitaria. Inoltre si consideri il costo
Jp = lim E [2(t)Qu(t) + 22/ (t)Su(t) + u'(t) Ru(t)]
— 00

oppure

1 T
J3 = lim E [T / [2/(£)Qx(t) + 22/ () Su(t) + u’(t)Ru(t)]dt]
—00 0
dove le matrici Q, R, S soddisfano le equazioni (6.24). Dalle equazioni (6.25)—(6.27)
segue che
Jo = lim E[2'(t)z(t)]

t—o0

Js = lim E [1 /0 Tz’(t)z(t)dt]

T—o0 T
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e il sistema controllato ¢ descritto da

& = Az + Biw + Bu (6.32)
z=Cxz+ Du (6.33)

Il problema di controllo ottimo LQS consiste nel trovare un controllore della
forma (6.30), (6.31) tale che il sistema ad anello chiuso sia asintoticamente
stabile e Jy 0 J3 ¢ minimizzato. Ancora risulta Jo = J3 che coicidono con il
quadrato della norma in Hs della funzione di trasferimento da w a z.





